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Abstract: It is a true fact that technology nowadays affects several sections in peoples’ lives. 

Especially in education there are plenty of technology tools that can be utilized to improve the 

learning process, since they enhance students’ ability to gain and comprehend the new 

knowledge. In this paper, we will try to explain how a specific type of those tools, named 

Dynamic Geometry Software, may bring a positive outcome on students’ comprehension 

when used in class. More specifically, we will present a didactic proposal on how to teach a 

chapter in Euclidean Geometry by using a Dynamic Geometry Software called GeoGebra. 

Through the presentation of some pre-made dynamic geometric shapes, as well as directions 

for their proper use, teachers will be able to conduct a more pleasant lesson. Finally, an effort 

has been made in expressing the importance of Geometry, as a science, due to the fact that it 

has been marginalized the recent years. 
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Πεξίιεςε: Ωο γλσζηφλ, ηα εξγαιεία πνπ παξέρεη ε ηερλνινγία επεξεάδνπλ αξθεηνχο ηνκείο 

ηεο δσήο ηνπ αλζξψπνπ. Σε φ,ηη αθνξά ηελ εθπαίδεπζε θαίλεηαη πσο βειηηψλνπλ ζε κεγάιν 

βαζκφ ηε δηαδηθαζία ηεο κάζεζεο αθνχ εληζρχνπλ ηελ ηθαλφηεηα ησλ καζεηψλ λα 

πξνζιακβάλνπλ θαη λα θαηαλννχλ ηε δηδαρζείζα γλψζε. Ζ παξνχζα εξγαζία ζα απνπεηξαζεί 

λα θαηαδείμεη πσο ε ρξήζε ησλ ηερλνινγηθψλ κέζσλ θαηά ηε δηδαζθαιία ελδέρεηαη λα 

επηθέξεη ζεηηθά απνηειέζκαηα. Πην ζπγθεθξηκέλα, ζα παξνπζηαζηεί κία δηδαθηηθή πξφηαζε 

ελφο θεθαιαίνπ ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο κε ηε βνήζεηα ελφο ινγηζκηθνχ Γπλακηθήο 

Γεσκεηξίαο, ηνπ GeoGebra. Μέζσ ηεο παξάζεζεο ηφζν ησλ θαηαζθεπαζκέλσλ δπλακηθψλ 

ζρεκάησλ, φζν θαη ησλ νδεγηψλ πνπ ηα αθνινπζνχλ, νη εθπαηδεπηηθνί ζα είλαη ζε ζέζε λα 

δηεμάγνπλ έλα πην επράξηζην κάζεκα. Τέινο, επηδηψθεηαη ε αλάδεημε ηεο ζεκαληηθφηεηαο ηνπ 

καζήκαηνο ηεο Γεσκεηξίαο, κάζεκα ην νπνίν ηα ηειεπηαία ρξφληα έρεη ππνηηκεζεί. 

Λέμεηο θιεηδηά: Μαζεκαηηθά, Δπθιείδεηα Γεσκεηξία, GeoGebra, Σρεηηθέο ζέζεηο δχν 

θχθισλ 
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Δηζαγσγή 

Τα ηειεπηαία ρξφληα έρεη παξαηεξεζεί ζην ειιεληθφ εθπαηδεπηηθφ ζχζηεκα ε ζηαδηαθή 

ππνβάζκηζε ηνπ καζήκαηνο ηεο Γεσκεηξίαο. Απηή θαηαγξάθεηαη ηφζν εθ κέξνπο ησλ 

καζεηψλ, φζν θαη ησλ θαζεγεηψλ ηνπο (Ηγγιέδνπ, 2014). Έλαο παξάγνληαο πνπ ελδερνκέλσο 

λα νδήγεζε ζηελ παξαπάλσ ππνβάζκηζε είλαη ε αδπλακία ησλ καζεηψλ λα θαηαλνήζνπλ ην 

ελ ιφγσ κάζεκα. Ζ δπζθνιία απηή πηζαλφλ λα νθείιεηαη ζηνλ ηξφπν δηδαζθαιίαο ηνπ 

καζήκαηνο, ν νπνίνο δελ είλαη άιινο απφ ηνλ παξαδνζηαθφ ηξφπν (Θσκαΐδεο & Πνχινο, 

2000· Ηγγιέδνπ, 2014). 

Δλ αληηζέζεη κε ηα παξαπάλσ, αξθεηέο είλαη νη έξεπλεο νη νπνίεο αλαθέξνπλ ηε ζεηηθή 

επηξξνή ηεο Γεσκεηξίαο ζηνλ ηνκέα ηεο επίδνζεο ησλ καζεηψλ. Ζ παξαπάλσ δηαηχπσζε 

γίλεηαη εχθνια θαηαλνεηή αλ ιάβεη θαλείο ππφςε ηνπ πσο κέζσ απηήο θαιιηεξγείηαη ε 

θξηηηθή ζθέςε, βειηηψλεηαη ε ηθαλφηεηα αλαθνξηθά κε ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ θαη ηελ 

απφδεημε, θαζψο επίζεο εληζρχεηαη ε δεκηνπξγία ινγηθψλ επηρεηξεκάησλ θαη επαγσγηθψλ 

ζπιινγηζκψλ (Jones, 2002). Δπηπξνζζέησο, κέζσ ηεο επίιπζεο ησλ γεσκεηξηθψλ αζθήζεσλ 

ζεκεηψλεηαη αλάπηπμε ηεο εξεπλεηηθήο ηθαλφηεηαο ηνπ καζεηή θαη απμάλεηαη ε ηθαλφηεηά 

ηνπ λα θαηαλνεί εηο βάζνο θαη λα εξκελεχεη ηνπο καζεκαηηθνχο ζπιινγηζκνχο 

(Αξγπξφπνπινο, Βιάκνο, Καηζνχιεο, Μαξθάηεο & Σίδεξεο, 2000· Κνιέδα & Νηδηαρξήζηνο, 

1990). 

Πέξαλ απηψλ, αμίδεη λα αλαθεξζεί πσο δελ είλαη ιίγεο νη κειέηεο νη νπνίεο ππνζηεξίδνπλ πσο 

ε δηδαζθαιία ηεο Γεσκεηξίαο ζην ζρνιείν πξνζθέξεη ζηνπο λένπο αξθεηά εθφδηα γηα ην 

κέιινλ. Γηφηη, κέζσ ηεο ζσζηήο εθκάζεζήο ηεο νη καζεηέο δχλαληαη λα θαηαλννχλ αθελφο 

ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν ιεηηνπξγεί ε θχζε, αθνχ σο γλσζηφλ ε ίδηα είλαη γεσκεηξηθή 

(Bursill-Hall, 2002), αθεηέξνπ είλαη ζε ζέζε λα εθαξκφδνπλ ηηο γεσκεηξηθέο γλψζεηο ηνπο ζε 

δηάθνξεο πεξηνρέο ησλ Μαζεκαηηθψλ (Jones, 2002· Αξγπξφπνπινο θ.ά., 2000) θαζψο επίζεο 

θαη ζε δηάθνξεο άιιεο επηζηήκεο, φπσο γηα παξάδεηγκα ζηε Φπζηθή (Andrade-Molina & 

Ravn, 2016), ηελ αξρηηεθηνληθή θαη ην ζρέδην (Jones, 2002). 

Όπσο έγηλε αληηιεπηφ, ε δηδαζθαιία ηεο Γεσκεηξίαο θαζίζηαηαη αθξνγσληαίνο ιίζνο γηα ηελ 

πλεπκαηηθή δηάπιαζε ησλ παηδηψλ. Ωο εθ ηνχηνπ, θξίλεηαη αλαγθαίν λα βξεζνχλ λένη ηξφπνη 

εθκάζεζήο ηεο ψζηε λα γίλεη ζειθηηθή θαη ζπλάκα θαηαλνεηή γηα ηνπο καζεηέο. Σπλεπψο, 

ζηελ παξνχζα εξγαζία παξνπζηάδεηαη κία δηδαθηηθή πξφηαζε δηδαζθαιίαο ηεο Γεσκεηξίαο. 

Απηή πξαγκαηψλεηαη κε ηε ζπκβνιή ηεο ηερλνινγίαο θαη ζπγθεθξηκέλα κε ηε ρξήζε 

ινγηζκηθψλ Γπλακηθήο Γεσκεηξίαο. Ζ αξρή ηεο Γπλακηθήο Γεσκεηξίαο, ζχκθσλα κε ηνλ 

Μνπζνπιίδε (2014), είλαη: 

Αληηθείκελα φπσο ζεκεία, επζείεο θαη θχθινη ζε έλα πεξηβάιινλ Γπλακηθήο Γεσκεηξίαο ζρεηίδνληαη 

κεηαμχ ηνπο κε γεσκεηξηθνχο πεξηνξηζκνχο θαη φηαλ θάπνηα απφ ηα αληηθείκελα ζχξνληαη (drag), άιια 

αληηθείκελα πνπ ζπλδένληαη κε απηά δπλακηθά αλαλεψλνληαη, ψζηε νη γεσκεηξηθνί πεξηνξηζκνί / ζρέζεηο 

λα δηαηεξνχληαη. Τν ζχξζηκν (dragging), ην νπνίν είλαη ε θαξδηά ηεο δπλακηθήο γεσκεηξίαο, 

απειεπζεξψλεη έλα ζρήκα απφ ηνλ ζπκβαηηθφ ηνπ ξφιν (αλαπαξάζηαζε ή ηππηθή πεξίπησζε) θαη ην 

κεηαηξέπεη ζε κηα γεληθή πεξίπησζε. Τν ηειεπηαίν (γεληθή πεξίπησζε) βξίζθεηαη ζηελ θαξδηά ησλ 

Μαζεκαηηθψλ θαη απνηειεί θξίζηκν ζηνηρείν ηεο δηδαζθαιίαο. (ζ. 12) 
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Σηελ παξνχζα πεξίπησζε ζα γίλεη ρξήζε ηνπ ινγηζκηθνχ πνπ θέξεη ηελ νλνκαζία GeoGebra, 

αλ θαη αμίδεη λα επηζεκαλζεί ε πιεζψξα απηψλ ησλ ινγηζκηθψλ ζην δηαδίθηπν. Τν GeoGebra, 

φπσο ζα παξνπζηαζηεί αλαιπηηθφηεξα θαη παξαθάησ πξνζθέξεη αξθεηά πιενλεθηήκαηα 

ζηνπο καζεηέο. Απηφ δηφηη κε ηε ρξήζε ηνπ θαηά ηε δηδαζθαιία απμάλεη ηηο επηδφζεηο ηνπο 

(Bhagat & Chang, 2015· Mensah-Wonkyi & Tay, 2018), εληζρχεη ηελ θαηαλφεζε ηνπ 

καζήκαηνο (Απνζηφινπ & Λεκνλίδεο, 2011· Κνπινχξεο, 2014), δεκηνπξγεί ζεηηθά 

ζπλαηζζήκαηα ζε απηνχο (Kondratieva, 2011), απμάλεη ηε δηάζεζε ηνπο ζην κάζεκα, ηνπο 

βνεζά ζην λα αλαπηχζζνπλ απηνπεπνίζεζε θαζψο θαη λα βειηηψλνπλ ηελ απηνεηθφλα ηνπο 

(Αζσλίηεο, 2018). 

1. Τν ινγηζκηθό GeoGebra 

Αξθεηά ζεκαληηθφ θαζίζηαηαη ην γεγνλφο φηη ην ινγηζκηθφ GeoGebra είλαη έλα δσξεάλ 

ινγηζκηθφ Γπλακηθήο Γεσκεηξίαο, ην νπνίν δηαηίζεηαη γηα θαηέβαζκα ζηελ ηζηνζειίδα 

(https://www.geogebra.org/). Ζ εηπκνινγία ηεο ιέμεο GeoGebra πξνέξρεηαη απφ ηηο ιέμεηο 

Geometry θαη Algebra θαη δεκηνπξγφο ηνπ είλαη ν Markus Hohenwarter (Hohenwarter, 2002). 

Απηφ πνπ ην θαζηζηά ηδηαίηεξν, ζε αληίζεζε κε άιια καζεκαηηθά ινγηζκηθά, είλαη ε ηδηφηεηα 

ηνπ λα ζπλδπάδεη ηε γεσκεηξία, ηελ άιγεβξα θαη ηελ αξηζκεηηθή θαη σο εθ ηνχηνπ είλαη 

θαηάιιειν γηα ρξήζε ζε φιεο ηηο βαζκίδεο ηεο εθπαίδεπζεο (Escuder & Furner, 2011).  

Καηά ην άλνηγκα ηνπ ελ ιφγσ ινγηζκηθνχ, εκθαλίδεηαη ην εμήο «παξάζπξν» (βι. Δηθφλα 1): 

 

 

Δηθόλα 1. Παξάζπξν πνπ εκθαλίδεηαη θαηά ην άλνηγκα ηνπ ινγηζκηθνύ GeoGebra 

 

Όπσο γίλεηαη εχθνια αληηιεπηφ ζηα αξηζηεξά ηνπ «παξαζχξνπ» ππάξρεη ην «παξάζπξν ηεο 

άιγεβξαο», ελψ ζηα δεμηά ην «παξάζπξν ηεο γεσκεηξίαο». Κάζε αληηθείκελν πνπ ππάξρεη ζην 

έλα «παξάζπξν» αληαπνθξίλεηαη ζηηο δηάθνξεο αιιαγέο πνπ πθίζηαηαη ην άιιν θαη 

αληίζηξνθα (βι. Δηθφλα 2). Έηζη, παξέρεηαη ε δπλαηφηεηα ζηνλ ρξήζηε λα παξαηεξεί άκεζα 

ηε ζρέζε πνπ εκθαλίδεηαη κεηαμχ ηεο αλαιπηηθήο θαη ηεο νπηηθήο αλαπαξάζηαζεο ησλ 

καζεκαηηθψλ ελλνηψλ (Ardana, Jelatu & Sariyasa, 2018). 
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Δηθόλα 2. Σηηγκηόηππν από ην GeoGebra, πνπ δείρλεη θαη ην «παξάζπξν ηεο άιγεβξαο» θαη ην «παξάζπξν 

ηεο γεσκεηξίαο» (Αζσλίηεο, 2018, ζ. 36) 

 

Σην πάλσ κέξνο ππάξρεη κία γξακκή εξγαιείσλ πνπ ρξεζηκεχεη ζηελ θαηαζθεπή ζρεκάησλ 

ζην επίπεδν. Δπηπξνζζέησο, νη δπλαηφηεηεο ηνπ ινγηζκηθνχ επεθηείλνληαη θαη ζηνλ ρψξν (βι. 

Δηθφλα 3): 

 

Δηθόλα 3. Σθαίξα πνπ ζρεδηάζηεθε από ην ινγηζκηθό GeoGebra (Αζσλίηεο, 2018, ζ. 37) 

 

Έλαο βαζηθφο παξάγνληαο ν νπνίνο θαζηζηά απηφ ην ινγηζκηθφ εχρξεζην είλαη ε κε 

αλαγθαηφηεηα εμεηδηθεπκέλσλ γλψζεσλ πιεξνθνξηθήο εθ κέξνπο ηνπ ρξήζηε. Βεβαίσο, γηα 

λα ρξεζηκνπνηεζεί νξζά, πξέπεη ν ελδηαθεξφκελνο λα γλσξίδεη ηηο βαζηθέο ηδηφηεηεο ησλ 

γεσκεηξηθψλ ζρεκάησλ νχησο ψζηε λα είλαη ζε ζέζε λα ηα θαηαζθεπάζεη ζσζηά (Αζσλίηεο, 

2018). Αζθαιψο φκσο ζηελ πεξίπησζε πνπ ν ρξήζηεο δελ είλαη γλψζηεο ηεο γεσκεηξίαο 

δχλαηαη λα πεηξακαηηζηεί κε ηα ζρήκαηα θάλνληαο ρξήζε ησλ πξνζθεξφκελσλ εξγαιείσλ, 

θαηαζθεπάδνληαο απζαίξεηα θχθινπο, ηξίγσλα θ.ά., απμνκεηψλνληαο παξάιιεια ην κέγεζφο 

ηνπο θαη κεηαθηλψληαο ηα ζην επίπεδν ρσξίο απηά φκσο λα ράλνπλ ηηο ηδηφηεηεο ηνπο.  

Φπζηθά, ππάξρνπλ θαη δηάθνξα εγρεηξίδηα ρξήζεο ηνπ ινγηζκηθνχ γηα ηελ πιεξέζηεξε 

θαηαλφεζε ηνπ, φπσο γηα παξάδεηγκα εθείλν ησλ Hohenwarter θαη Preiner (2007), πνπ είλαη 

ζε ειιεληθή κεηάθξαζε θαη αθνξά κία παιαηφηεξε έθδνζε ηνπ GeoGebra (έθδνζε 3.0).  

Πέξαλ ινηπφλ ησλ παξαπάλσ, άμην κλείαο απνηειεί ην φηη ην ινγηζκηθφ απηφ κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί εχθνια θαη απφ ηνπο εθπαηδεπηηθνχο. Απηφ δηφηη ηνπο παξέρεη ηε δπλαηφηεηα 
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δεκηνπξγίαο δηάθνξσλ δπλακηθψλ θχιισλ εξγαζίαο (dynamic worksheets), ηα νπνία 

απνηεινχληαη απφ έλα δηαδξαζηηθφ εθαξκνγίδην (applet) θαη νδεγίεο καδί κε αζθήζεηο 

δηεξεχλεζεο θαηάιιεια πξνζαξκνζκέλεο γηα ηελ πιεξέζηεξε θαηαλφεζε απηνχ (Βιάρνο, 

2010). Έηζη, κέζσ ηεο πξνζσπηθήο ελαζρφιεζεο ησλ καζεηψλ ζα πξνσζείηαη ε ελεξγφο 

ζπκκεηνρή απηψλ θαη ζα θαιιηεξγείηαη ην νκαδηθφ πλεχκα, ζηηο πεξηπηψζεηο πνπ ζα θιεζνχλ 

λα ιεηηνπξγήζνπλ ζε νκάδεο γηα ηελ επίιπζε κηαο άζθεζεο (Lazarus & Roulet, 2014). 

Δπηπιένλ, ζα έρνπλ ηε δπλαηφηεηα λα θαηαθηνχλ κφλνη ηνπο (ή θαη κε ηε βνήζεηα ηνπ 

θαζεγεηή) ηε γλψζε, δηαηεξψληαο παξάιιεια ηε ζεηηθή ηνπο δηάζεζε γηα ην κάζεκα (Flores, 

2015· Lazarus & Roulet, 2014). 

Σηα πιαίζηα ησλ πξναλαθεξζέλησλ, παξαηίζεηαη παξαθάησ κία δηδαθηηθή πξφηαζε ελφο 

θεθαιαίνπ ηνπ καζήκαηνο ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο ηεο Α’ Γεληθνχ Λπθείνπ. Τν 

θεθάιαην απηφ ζπγθεθξηκέλα είλαη ην 3.16 ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ θαη έρεη ηίηιν «Σρεηηθέο 

ζέζεηο δπν θχθισλ». 

2. Η ζεσξία πάλσ ζηελ νπνία βαζίδεηαη ε δηδαθηηθή πξόηαζε 

Καη’ αξράο, θξίλεηαη αλαγθαίν λα δηαζαθεληζηνχλ νξηζκέλεο έλλνηεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ην 

θεθάιαην «Σρεηηθέο ζέζεηο δπν θχθισλ», θαζψο θαη κεξηθά ζεσξήκαηα πνπ ππάξρνπλ ζην 

ζρνιηθφ βηβιίν, ιφγσ ηνπ φηη ζηελ πνξεία ζα είλαη ζπρλή ε εκθάληζε ηνπο θαηά ηε ρξήζε ηνπ 

ινγηζκηθνχ. Σχκθσλα, ινηπφλ, κε ηνπο ζπγγξαθείο ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ, Αξγπξφπνπιν, 

Βιάκν, Καηζνχιε, Μαξθάηε θαη Σίδεξε (2017) δχν θχθινη κπνξνχλ λα ηθαλνπνηνχλ κηα απφ 

ηηο παξαθάησ ζέζεηο: 

•Ο κηθξφηεξνο θχθινο λα βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθφ ηνπ κεγαιχηεξνπ (βι. Σρήκα 1). 

 

Σρήκα 1. Ο κηθξόο θύθινο βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθό ηνπ κεγάινπ 

 

•Οη θχθινη λα εθάπηνληαη εζσηεξηθά (βι. Σρήκα 2). 

 

Σρήκα 2. Οη θύθινη εθάπηνληαη εζσηεξηθά 
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•Οη θχθινη λα ηέκλνληαη (βι. Σρήκα 3). 

 

Σρήκα 3. Οη θύθινη ηέκλνληαη 

 

•Οη θχθινη λα εθάπηνληαη εμσηεξηθά (βι. Σρήκα 4). 

 

Σρήκα 4. Οη θύθινη εθάπηνληαη εμσηεξηθά 

 

•Κάζε θχθινο λα βξίζθεηαη ζην εμσηεξηθφ ηνπ άιινπ (βι. Σρήκα 5). 

 

Σρήκα 5. Κάζε θύθινο βξίζθεηαη ζην εμσηεξηθό ηνπ άιινπ 

 

Απαξαίηεηε ινηπφλ πξνυπφζεζε γηα λα γλσξίδνπκε ηε ζρεηηθή ηνπο ζέζε απνηειεί ε ζρέζε 

πνπ έρεη ε διάκενηπορ ησλ δχν θχθισλ, δειαδή ε απφζηαζε ησλ θέληξσλ ηνπο, κε ηε δηαθνξά 

θαη ην άζξνηζκα ησλ αθηίλσλ ησλ θχθισλ. Πην ζπγθεθξηκέλα, αλ ζπκβνιίζνπκε κε δ ηε 

δηάθεληξν ησλ δχν θχθισλ κε αθηίλεο R θαη ξ, παίξλνληαο απζαίξεηα R≥ξ, ηφηε ηζρχνπλ ηα 

παξαθάησ: 

•Ο θχθινο αθηίλαο ξ βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθφ ηνπ θχθινπ αθηίλαο R, αλ θαη κφλν αλ   

  δ<R-ξ. 

•Οη θχθινη εθάπηνληαη εζσηεξηθά, αλ θαη κφλν αλ δ=R-ξ. 

•Οη θχθινη ηέκλνληαη, αλ θαη κφλν αλ R-ξ<δ<R+ξ. 



Δπηζηεκνληθφ Δθπαηδεπηηθφ Πεξηνδηθφ “eθπ@ηδεπηηθφο θχθινο” 

Τφκνο 8, Τεχρνο 2, 2020 © eθπ@ηδεπηηθφο θχθινο ISSN: 2241-4576 

                                                                                                          Σειίδα 247 απφ 416 

•Οη θχθινη εθάπηνληαη εμσηεξηθά, αλ θαη κφλν αλ δ=R+ξ. 

•Κάζε θχθινο βξίζθεηαη ζην εμσηεξηθφ ηνπ άιινπ, αλ θαη κφλν αλ δ>R+ξ. 

Σηελ πεξίπησζε πνπ νη δχν θχθινη εθάπηνληαη, ην θνηλφ ηνπο ζεκείν νλνκάδεηαη ζημείο 

επαθήρ θαη βξίζθεηαη πάλσ ζηε δηάθεληξν ηνπο φηαλ απηνί εθάπηνληαη εμσηεξηθά. Όηαλ νη 

θχθινη εθάπηνληαη εζσηεξηθά, ηφηε ην ζεκείν επαθήο βξίζθεηαη ζηελ επζεία πνπ νξίδεη ε 

δηάθεληξνο (Παπαδάθεο, 2010). Δπίζεο, ζηελ πεξίπησζε πνπ νη δχν θχθινη ηέκλνληαη, ην 

επζχγξακκν ηκήκα πνπ ελψλεη ηα ζεκεία ηνκήο ηνπο, νλνκάδεηαη κοινή σοπδή ησλ θχθισλ 

απηψλ. Δπηπιένλ, άμην αλαθνξάο απνηειεί θαη ην αθφινπζν ζεψξεκα: «Η διάκενηπορ δύο 

ηεμνόμενυν κύκλυν είναι μεζοκάθεηορ ηηρ κοινήρ σοπδήρ ηοςρ». Σηελ πεξίπησζε κάιηζηα πνπ 

νη δχν θχθινη είλαη ίζνη, ηφηε θαη ε θνηλή ρνξδή απηψλ είλαη κεζνθάζεηνο ηεο δηαθέληξνπ. 

Τέινο, δχν θχθινη αλάινγα κε ηε ζέζε πνπ έρνπλ, κπνξνχλ λα εκθαλίζνπλ θακία, κία ή θαη 

δχν κοινέρ εξυηεπικέρ θαη εζυηεπικέρ εθαπηομένερ. Οη θνηλέο εμσηεξηθέο εθαπηνκέλεο ησλ 

δχν θχθισλ είλαη νη επζείεο πνπ εθάπηνληαη θαη ζηνπο δχν θχθινπο θαη ηνπο αθήλνπλ πξνο 

ην ίδην κέξνο ηνπο, ελψ νη θνηλέο εζσηεξηθέο εθαπηνκέλεο, είλαη νη επζείεο πνπ έρνπλ ηνπο 

θχθινπο ζηνπο νπνίνπο εθάπηνληαη εθαηέξσζελ απηψλ. 

3. Γηδαθηηθή Πξόηαζε 

Σθνπφο ηεο παξνχζαο δηδαθηηθήο πξφηαζεο απνηειεί ε αλάδεημε ελαιιαθηηθψλ ηξφπσλ 

κάζεζεο ηνπ καζήκαηνο ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο πέξαλ ηνπ παξαδνζηαθνχ. Δπηπιένλ, 

ζηνρεχεη ζηελ εμνηθείσζε ηφζν ησλ εθπαηδεπηηθψλ, φζν θαη ησλ καζεηψλ (ζηελ ελ ιφγσ 

πεξίπησζε ηεο Α’ ηάμεο Γεληθνχ Λπθείνπ) κε ην ινγηζκηθφ GeoGebra. Τα πξνζδνθψκελα 

απνηειέζκαηα απηήο ηεο δηδαθηηθήο πξφηαζεο είλαη ηα εμήο: 1. απνδνρή ησλ ελαιιαθηηθψλ 

ηξφπσλ δηδαζθαιίαο απφ πιεπξάο εθπαηδεπηηθψλ, θαζψο θαη κειινληηθή ρξήζε απηψλ θαηά 

ηελ εθπαηδεπηηθή δηαδηθαζία θαη 2. πιεξέζηεξε θαηαλφεζε ηνπ καζήκαηνο «ζρεηηθέο ζέζεηο 

δπν θχθισλ» απφ πιεπξάο καζεηψλ, κέζσ ελφο επράξηζηνπ θαη δηαδξαζηηθνχ ηξφπνπ 

κάζεζεο. 

Γηα ηελ εθκάζεζε ηεο παξαπάλσ ζεσξίαο ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ, κε ηε βνήζεηα ηνπ 

ινγηζκηθνχ GeoGebra, ν ρξήζηεο ζα πξέπεη πξσηίζησο λα επηζθεθζεί ηελ ηζηνζειίδα 

(https://www.geogebra.org/m/mGy9Zn9Q). Αλνίγνληάο ηελ ινηπφλ, εκθαλίδεηαη έλα 

δηαδξαζηηθφ εθαξκνγίδην (βι. Σρήκα 6), πνπ είλαη ηδηνθαηαζθεπή θαη ζην νπνίν ππάξρνπλ 

δχν θχθινη, ν θχθινο (Κ , R) θαη ν θχθινο (Λ , ξ), κε R≥ξ.  
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Σρήκα 6.  Σηηγκηόηππν ηνπ ζπλδέζκνπ (https://www.geogebra.org/m/mGy9Zn9Q)   

 

Όπσο δηαθαίλεηαη θαη ζην παξαπάλσ ζρήκα, ν ρξήζηεο δχλαηαη λα πεηξακαηηζηεί παηψληαο 

έλα ή θαη πεξηζζφηεξα απφ ηα θνπκπηά πνπ αληηπξνζσπεχνπλ: ηελ «θνηλή ρνξδή» ησλ δχν 

θχθισλ, ηε «κεζνθάζεην ηεο δηαθέληξνπ», ηε «κεζνθάζεην ηεο θνηλήο ρνξδήο», ηηο «θνηλέο 

εμσηεξηθέο εθαπηνκέλεο» θαη ηηο «θνηλέο εζσηεξηθέο εθαπηνκέλεο». Δπηπξφζζεηα, παξέρεηαη 

ε δπλαηφηεηα ζηνλ ρξήζηε λα δνθηκάζεη ηηο δπλαηέο ζέζεηο πνπ κπνξεί λα έρνπλ νη δχν 

θχθινη, κεηαθηλψληαο ηνλ δξνκέα d, ν νπνίνο κεηαβάιιεη ην κήθνο ηεο δηαθέληξνπ ησλ δχν 

θχθισλ. Δπηπιένλ, «πεηξάδνληαο» ηνπο δξνκείο R θαη ξ, νη νπνίνη εθθξάδνπλ ηηο αθηίλεο ησλ 

θχθισλ (Κ , R) θαη (Λ , ξ), κπνξεί λα ειέγμεη ηηο ζρεηηθέο ηνπο ζέζεηο θαη πέξα απφ ηηο 

πξνθαζνξηζκέλεο ηηκέο ησλ αθηίλσλ. Γηα παξάδεηγκα, αλ επηιέμνπκε ηηο ηηκέο R=7, ξ=3.4 θαη 

d=10.4 γηα ηνπο δξνκείο θαη επηιέμνπκε λα εκθαληζηνχλ νη θνηλέο εμσηεξηθέο θαη εζσηεξηθέο 

εθαπηνκέλεο, ζα παξαηεξήζνπκε φηη νη θχθινη ζα εθάπηνληαη εμσηεξηθά (αθνχ R+ξ = 7+3.4 

= 10.4 = d), ελψ ζα έρνπλ δχν θνηλέο εμσηεξηθέο εθαπηνκέλεο θαη κία εζσηεξηθή, ε νπνία ζα 

δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν επαθήο ηνπο (βι. Σρήκα 7).  

Με απηφλ ηνλ ηξφπν, ν καζεηήο ζα κπνξεί λα απνθηήζεη κηα ζθαηξηθή αιιά θαη 

νινθιεξσκέλε άπνςε γηα ηηο ζρεηηθέο ζέζεηο ησλ δχν θχθισλ, ελψ κέζα απφ ηηο 

δηαθνξεηηθέο ηηκέο ησλ δξνκέσλ δχλαηαη λα θαηαλνήζεη επθνιφηεξα φηη, φζα δηδάζθεηαη, δελ 

ηζρχνπλ κφλν γηα ηα ζπγθεθξηκέλα παξαδείγκαηα πνπ ρξεζηκνπνηεί, αιιά θαη γηα 

νπνηεζδήπνηε ηηκέο θαη αλ ιάβνπλ νη αθηίλεο. Δπνκέλσο, επηηπγράλεηαη ε αθνκνίσζε ηεο 

γλψζεο εθφζνλ απηή πξνέθπςε απφ πξνζσπηθή κειέηε θαη δηεξεχλεζε ηνπ καζεηή θαη 

ζπλεπψο δχλαηαη λα κεηαθέξεη ηηο γλψζεηο πνπ απνθηάεη απφ ηελ εηδηθή πεξίπησζε ζηε 

γεληθή. 
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Σρήκα 7. Οη ζρεηηθέο ζέζεηο ησλ θύθισλ (Κ , R) θαη (Λ , ξ), όηαλ R=7, ξ=3.4 θαη d=10.4 

 

Όπσο είλαη θπζηθφ, ζα ήηαλ ζπλεηφ ν εθπαηδεπηηθφο πνπ ζα επέιεγε λα ρξεζηκνπνηήζεη ην ελ 

ιφγσ εθαξκνγίδην, λα παξέρεη ζηνπο καζεηέο ηνπ ζπκπιεξσκαηηθά θαη θαηάιιειεο νδεγίεο 

καδί κε αζθήζεηο πξνζαξκνζκέλεο γηα ηελ πιεξέζηεξε θαηαλφεζε ηνπ. Απηφ θαζίζηαηαη 

αλαγθαίν δηφηη παξαζέηνληαο κφλν ηνπ ην εθαξκνγίδην, ελδέρεηαη λα νδεγήζεη ηνπο 

ρξήζηεο/καζεηέο λα πξάμνπλ θηλήζεηο θαηά ηχρε, ρσξίο θακία ζπλνρή θαη ρσξίο λα 

πξνζπαζνχλ λα εμαγάγνπλ ζπκπεξάζκαηα απφ ηνπο δηάθνξνπο πεηξακαηηζκνχο ηνπο. 

Σπλεπψο, δελ ζα θαηαθέξεη λα επηηχρεη ηα αλακελφκελα εθπαηδεπηηθά απνηειέζκαηα.  

Παξαθάησ δίδνληαη νδεγίεο-αζθήζεηο πνπ επεμεγνχλ αλαιπηηθά ηηο θηλήζεηο πνπ πξνηείλεηαη 

λα πξαγκαηνπνηήζνπλ νη καζεηέο θαη ην νπνίν είλαη δηαζέζηκν ζην ζχλδεζκν πνπ έρεη 

πξναλαθεξζεί: 

Οδηγίερ-Αζκήζειρ 

Γηα ηηο παξαθάησ αζθήζεηο (πιελ θάπνησλ εμαηξέζεσλ) ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε σο αθηίλεο 

ησλ δχν θχθισλ ηηο ηηκέο R=8 θαη ξ=4. Αο ειέγμνπκε ηηο ζρεηηθέο ζέζεηο πνπ κπνξνχλ λα 

έρνπλ δχν θχθινη…  

1η πεπίπηυζη: Ο δξνκέαο d λα έρεη ηελ ηηκή d=3. 

•Πνηα είλαη ε ζέζε ηνπ θχθινπ (Λ,ξ) ζε ζρέζε κε ηνλ θχθιν (Κ,R); 

………………………………………………………………………………………….  

•Πφζα θνηλά ζεκεία έρνπλ; 

…………………………………………………………………………………………. 

•Σπγθξίλεηε ην κήθνο ηεο δηαθέληξνπ κε ηε δηαθνξά R-ξ ησλ αθηίλσλ. Τη παξαηεξείηε; 

………………………………………………………………………………………….  

•Παηήζηε ην θνπκπί "Κνηλέο εμσηεξηθέο εθαπηνκέλεο". Τη παξαηεξείηε; 

………………………………………………………………………………………….  

•Παηήζηε ην θνπκπί "Κνηλέο εζσηεξηθέο εθαπηνκέλεο". Τη παξαηεξείηε; 

………………………………………………………………………………………….  

•Δπηιέμηε ν δξνκέαο d λα έρεη ηηκή d=0. Πσο νλνκάδνληαη νη δχν θχθινη ζε απηήλ ηελ 

πεξίπησζε; Πνηα ε ζέζε ηνπ θχθινπ (Λ,ξ) ζε ζρέζε κε ηνλ θχθιν (Κ,R); 
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………………………………………………………………………………………….  

•Θα κπνξνχζαηε λα βγάιεηε θάπνην γεληθφ ζπκπέξαζκα γηα ηε ζέζε ησλ δχν θχθισλ; Ο 

θχθινο (Λ,ξ) βξίζθεηαη ……………………… (Κ,R), αλ θαη κφλν αλ, δ…R-ξ. 

2η πεπίπηυζη: Ο δξνκέαο d λα έρεη ηελ ηηκή d=4.  

•Πνηα είλαη ε ζέζε ηνπ θχθινπ (Λ,ξ) ζε ζρέζε κε ηνλ θχθιν (Κ,R); 

………………………………………………………………………………………….  

•Πφζα θνηλά ζεκεία έρνπλ; 

…………………………………………………………………………………………. 

•Σπγθξίλεηε ην κήθνο ηεο δηαθέληξνπ κε ηε δηαθνξά R-ξ ησλ αθηίλσλ. Τη παξαηεξείηε; 

………………………………………………………………………………………….  

•Παηήζηε ην θνπκπί "Κνηλέο εμσηεξηθέο εθαπηνκέλεο". Τη παξαηεξείηε; 

………………………………………………………………………………………….  

•Παηήζηε ην θνπκπί "Κνηλέο εζσηεξηθέο εθαπηνκέλεο". Τη παξαηεξείηε; 

………………………………………………………………………………………….  

•Θα κπνξνχζαηε λα βγάιεηε θάπνην γεληθφ ζπκπέξαζκα γηα ηε ζέζε ησλ δχν θχθισλ; Οη 

θχθινη…………………………………….., αλ θαη κφλν αλ, δ…R-ξ. 

3η πεπίπηυζη: Ο δξνκέαο d λα έρεη ηελ ηηκή d=6 θαη ηελ ηηκή d=8.  

•Πνηα είλαη ε ζέζε ησλ δχν θχθισλ ζηηο παξαπάλσ πεξηπηψζεηο; 

……………………………………………………………………………………….....  

•Πφζα θνηλά ζεκεία έρνπλ; 

…………………………………………………………………………………………. 

•Σπγθξίλεηε ην κήθνο ηεο δηαθέληξνπ κε ηε δηαθνξά R-ξ θαη ην άζξνηζκα R+ξ ησλ αθηίλσλ. 

Τη παξαηεξείηε; 

………………………………………………………………………………………….  

•Παηήζηε ην θνπκπί "Κνηλέο εμσηεξηθέο εθαπηνκέλεο". Τη παξαηεξείηε; 

………………………………………………………………………………………….  

•Παηήζηε ην θνπκπί "Κνηλέο εζσηεξηθέο εθαπηνκέλεο". Τη παξαηεξείηε; 

………………………………………………………………………………………….  

•Παηήζηε ην θνπκπί "Κνηλή ρνξδή". Θα εκθαληζηεί ην επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ, ην νπνίν 

νλνκάδεηαη έηζη, επεηδή είλαη ρνξδή θαη ησλ δχν θχθισλ. Αλ παηήζεηε ην θνπκπί 

"Μεζνθάζεηνο θνηλήο ρνξδήο" ηη παξαηεξείηε; Παξαηεξνχκε φηη ε δηάθεληξνο, δ, 

………………………………………………………  

•Θα κπνξνχζαηε λα βγάιεηε θάπνην γεληθφ ζπκπέξαζκα γηα ηε ζέζε ησλ δχν θχθισλ; Οη 

θχθινη…………………………, αλ θαη κφλν αλ, R-ξ…δ…R+ξ. 

4η πεπίπηυζη: Ο δξνκέαο d λα έρεη ηελ ηηκή d=12.  
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•Πνηα είλαη ε ζέζε ησλ δχν θχθισλ ζηελ παξαπάλσ πεξίπησζε; 

……………………………………………………………………………………….....  

•Πφζα θνηλά ζεκεία έρνπλ; 

…………………………………………………………………………………………. 

•Σπγθξίλεηε ην κήθνο ηεο δηαθέληξνπ κε ην άζξνηζκα R+ξ ησλ αθηίλσλ. Τη παξαηεξείηε; 

………………………………………………………………………………………….  

•Παηήζηε ην θνπκπί "Κνηλέο εμσηεξηθέο εθαπηνκέλεο". Τη παξαηεξείηε; 

………………………………………………………………………………………….  

•Παηήζηε ην θνπκπί "Κνηλέο εζσηεξηθέο εθαπηνκέλεο". Τη παξαηεξείηε; 

………………………………………………………………………………………….  

•Θα κπνξνχζαηε λα βγάιεηε θάπνην γεληθφ ζπκπέξαζκα γηα ηε ζέζε ησλ δχν θχθισλ; Οη 

θχθινη………………………………………., αλ θαη κφλν αλ, δ…R+ξ. 

5η πεπίπηυζη: Ο δξνκέαο d λα έρεη ηελ ηηκή d=14.  

•Πνηα είλαη ε ζέζε ησλ δχν θχθισλ ζηελ παξαπάλσ πεξίπησζε; 

……………………………………………………………………………………….....  

•Πφζα θνηλά ζεκεία έρνπλ; 

…………………………………………………………………………………………. 

•Σπγθξίλεηε ην κήθνο ηεο δηαθέληξνπ κε ην άζξνηζκα R+ξ ησλ αθηίλσλ. Τη παξαηεξείηε; 

………………………………………………………………………………………….  

•Παηήζηε ην θνπκπί "Κνηλέο εμσηεξηθέο εθαπηνκέλεο". Τη παξαηεξείηε; 

………………………………………………………………………………………….  

•Παηήζηε ην θνπκπί "Κνηλέο εζσηεξηθέο εθαπηνκέλεο". Τη παξαηεξείηε; 

………………………………………………………………………………………….  

•Θα κπνξνχζαηε λα βγάιεηε θάπνην γεληθφ ζπκπέξαζκα γηα ηε ζέζε ησλ δχν θχθισλ; Κάζε 

θχθινο είλαη…………………… ηνπ άιινπ, αλ θαη κφλν αλ, δ…R+ξ. 

Αρ θςμηθούμε ηην πεπίπηυζη πος οι δύο κύκλοι ηέμνονηαι… Θα επιλέξοςμε, για αλλαγή 

διαθοπεηικέρ ηιμέρ για ηα R και π.  

•Δπηιέμηε R=5.5, ξ=3.5 θαη d=5.7. Οη θχθινη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε είλαη άληζνη, εθφζνλ 

έρνπλ δηαθνξεηηθέο αθηίλεο. Παηήζηε ηα θνπκπηά "Κνηλή ρνξδή" θαη "Μεζνθάζεηνο 

δηαθέληξνπ". Τη παξαηεξείηε; Ζ θνηλή ρνξδή δχν άληζσλ θχθισλ ………….. κεζνθάζεηνο 

ηεο δηαθέληξνπ.  

•Δπηιέμηε ηψξα R=4, ξ=4 θαη d=5.7. Οη θχθινη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε είλαη ίζνη, εθφζνλ 

έρνπλ ίζεο αθηίλεο. Παηήζηε ηα θνπκπηά "Κνηλή ρνξδή" θαη "Μεζνθάζεηνο δηαθέληξνπ". Τη 

παξαηεξείηε; Ζ θνηλή ρνξδή δχν ίζσλ θχθισλ ………….. κεζνθάζεηνο ηεο δηαθέληξνπ.  
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ΑΣΚΗΣΗ  

Να πξνζδηνξηζηνχλ νη ζρεηηθέο ζέζεηο ησλ θχθισλ (Κ,6) θαη (Λ,3.3), αλ:  

α. δ = 2.7  

β. δ = 9.3  

γ. δ = 1.1  

δ. δ = 4.2  

ε. δ = 12.4 

Οη νδεγίεο-αζθήζεηο έρνπλ ζθνπφ λα ιεηηνπξγήζνπλ σο θαηεπζπληήξηα γξακκή, ηελ νπνία ζα 

αθνινπζήζεη ν καζεηήο γηα ηελ ζηαδηαθή θαη εηο βάζνο θαηαλφεζε ηνπ θεθαιαίνπ. 

Δηδηθφηεξα, νη ζηφρνη ησλ νδεγηψλ-αζθήζεσλ είλαη έμη θαη είλαη νη εμήο: 

1. Ο καζεηήο λα εθαξκφδεη, ρσξίο ιάζνο, ηηο νδεγίεο πνπ ηνπ δίλνληαη ζρεηηθά κε ηε ρξήζε  

    ηνπ ινγηζκηθνχ GeoGebra. 

2. Ο καζεηήο λα αλαγλσξίδεη φιεο ηηο πηζαλέο ζρεηηθέο ζέζεηο δπν θχθισλ, κέζσ ηεο  

    ελαζρφιεζεο ηνπ κε ην ινγηζκηθφ GeoGebra.   

3. Ο καζεηήο λα αλαθαιχπηεη ηηο ζρέζεηο πνπ ζπλδένπλ ηε δηάθεληξν ησλ δπν θχθισλ κε ηε  

    δηαθνξά θαη ην άζξνηζκα ησλ αθηίλσλ ηνπο, γηα θαζεκία απφ ηηο ζρεηηθέο ηνπο ζέζεηο. 

4. Ο καζεηήο λα εληνπίδεη ηα θνηλά ζεκεία δπν θχθισλ, ρξεζηκνπνηψληαο απνθιεηζηηθά ην  

    ινγηζκηθφ GeoGebra. 

5. Ο καζεηήο λα αλαθαιχπηεη ην πιήζνο ησλ θνηλψλ εμσηεξηθψλ θαη εζσηεξηθψλ  

    εθαπηνκέλσλ δπν θχθισλ κε ηε ρξήζε ηνπ ινγηζκηθνχ GeoGebra. 

6. Ο καζεηήο λα αλαθαιχπηεη ηε ζρέζε πνπ δηέπεη ηε δηάθεληξν δπν θχθισλ κε ηελ θνηλή  

    ηνπο ρνξδή, ζηηο πεξηπηψζεηο πνπ απηνί είλαη άληζνη ή ίζνη, θάλνληαο ρξήζε ηνπ  

    ινγηζκηθνχ GeoGebra. 

Σηα πιαίζηα ηεο επίηεπμεο ησλ παξαπάλσ ζηφρσλ, ηα βήκαηα πνπ θαιείηαη ν ρξήζηεο λα 

αθνινπζήζεη δχλαληαη λα ραξαθηεξηζηνχλ «απιντθά» θαη εμεηάδνπλ φιεο ηηο πηζαλέο 

πεξηπηψζεηο, αθφκα θαη απηέο πνπ δελ παξνπζηάδνπλ θάπνην αμηνζεκείσην απνηέιεζκα. Γηα 

παξάδεηγκα, αλ επηιέμνπκε ηηο ηηκέο R=8, ξ=4 θαη d=2.4 ηφηε ν κηθξφο θχθινο ζα βξίζθεηαη 

ζην εζσηεξηθφ ηνπ κεγάινπ θαη απηφ έρεη σο απνηέιεζκα αλ επηιέμνπκε ηα θνπκπηά 

«εμσηεξηθέο εθαπηνκέλεο» θαη «εζσηεξηθέο εθαπηνκέλεο» λα κελ εκθαλίδεηαη θάπνην 

απνηέιεζκα.  

Παξ’ φια απηά, ζεσξήζεθε αλαγθαία ε δπλαηφηεηα ζηνπο καζεηέο λα εμεηάδνπλ θαη απηέο ηηο 

πεξηπηψζεηο, αθνχ ζθνπφο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ηξφπνπ δηδαζθαιίαο είλαη ε ελίζρπζε ηεο 

δηεξεπλεηηθήο κάζεζεο νχησο ψζηε, ν καζεηήο κέζσ ηεο δηθήο ηνπ κειέηεο αιιά θαη ησλ 
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ζηξαηεγηθψλ πνπ θαιείηαη λα εθαξκφζεη λα είλαη ζε ζέζε λα θαηαλνήζεη αιιά θαη ηειηθψο λα 

επηιέμεη απηφ πνπ ηνπ ρξεηάδεηαη. Δπηπιένλ, ζην ηέινο δίλεηαη κηα απιή άζθεζε, ζθνπφο ηεο 

νπνίαο είλαη ν πεηξακαηηζκφο ησλ καζεηψλ κε ην ινγηζκηθφ ρσξίο ηελ θαζνδήγεζε ηνπ 

θαζεγεηή ηνπο. Σε απηήλ ινηπφλ, πξέπεη νη καζεηέο λα πξνζδηνξίζνπλ ηηο ζρεηηθέο ζέζεηο ησλ 

δχν θχθισλ, έρνληαο φκσο πξνθαζνξηζκέλν ην κήθνο ησλ αθηίλσλ ηνπο, γηα ηηο δηάθνξεο 

ηηκέο ηεο δηαθέληξνπ δ. Γηα λα κπνξέζνπλ λα δψζνπλ ιχζε, αξθεί λα κεηαθηλήζνπλ ηνλ 

δξνκέα d απφ ηε κία ζέζε ζηελ άιιε θαη ζηε ζπλέρεηα λα θαηαγξάςνπλ ηηο απαληήζεηο ηνπο. 

Όκσο, ζα πξέπεη λα επηζεκαλζεί φηη ην ζπγθεθξηκέλν δπλακηθφ θχιιν εξγαζίαο (ην 

εθαξκνγίδην καδί κε ηηο νδεγίεο θαη ηηο αζθήζεηο) παξέρεη ζηνπο καζεηέο, κέζσ 

παξαδεηγκάησλ, κφλν πιεξνθνξίεο γηα ην κάζεκα ρσξίο λα απνδεηθλχνληαη ηα ζεσξήκαηα 

πνπ εκθαλίδνληαη ζηελ πνξεία. Παξ’ φια απηά, ν ρξήζηεο δχλαηαη λα ηα επηβεβαηψζεη, 

εθφζνλ επηζπκεί, παηψληαο ηα θαηάιιεια θνπκπηά. Αμίδεη ζε απηφ ην ζεκείν λα ηνληζηεί πσο 

ην παξφλ εθαξκνγίδην θαηαζθεπάζηεθε κε γλψκνλα ηελ επίιπζε θπξίσο απιντθψλ 

αζθήζεσλ. Δπνκέλσο, ζεσξείηαη πσο ζα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζε πξψηε θάζε, εθφζνλ 

ζηνρεχεη ζηελ θαηαλφεζε ηεο ζεσξίαο.  

Καηά ηελ πξνζσπηθή θξίζε ηνπ ζπγγξαθέα ζα ήηαλ ζπλεηφ λα ρξεζηκνπνηεζεί απηφ ην 

δπλακηθφ θχιιν εξγαζίαο παξάιιεια κε ηηο παξαδνζηαθέο κεζφδνπο κάζεζεο. Σε απηή ηελ 

πεξίπησζε, ν καζεηήο ζα έρεη ηε δπλαηφηεηα λα εκπινπηίζεη ηηο γλψζεηο ηνπ θαη κέζσ ηεο 

θαζνδήγεζεο ηνπ θαζεγεηή ηνπ λα θαηαλνήζεη εηο βάζνο ηε δηδαρζείζα χιε. Απαιιάζζεηαη 

ινηπφλ απφ ηνλ «κνλφηνλν» ηξφπν δηδαζθαιίαο θαη απνθηά ελεξγεηηθφηεξν ξφιν ζηε 

δηαδηθαζία ηεο πξφζιεςεο ηεο γλψζεο, εθφζνλ ρξεζηκνπνηεί ζηελ πξάμε φζα καζαίλεη, 

αλαιακβάλνληαο πξσηνβνπιίεο.  

4. Αλαθεθαιαίσζε - Σπδήηεζε 

Σθνπφο ηεο παξνχζαο εξγαζίαο ήηαλ ε αλάδεημε ηεο ζεκαληηθφηεηαο ηνπ καζήκαηνο ηεο 

Γεσκεηξίαο ζηηο δηάθνξεο βαζκίδεο ηεο εθπαίδεπζεο (Jones, 2002· Αξγπξφπνπινο θ.ά., 2000· 

Κνιέδα & Νηδηαρξήζηνο, 1990). Πιελ απηνχ, παξνπζηάζηεθε ε έληνλε αλεζπρία πνπ 

παξαηεξείηαη ηα ηειεπηαία ρξφληα ζρεηηθά κε ηελ θαηαλφεζε ηνπ ελ ιφγσ καζήκαηνο απφ 

πιεπξάο καζεηψλ, θαζψο επίζεο θαη ε ζπζρέηηζε απηήο ηεο δπζθνιίαο κε ηνλ ηξφπν πνπ 

δηδάζθεηαη ε Γεσκεηξία, δειαδή κε ηνλ παξαδνζηαθφ ηξφπν δηδαζθαιίαο (Θσκαΐδεο & 

Πνχινο 2000· Ηγγιέδνπ, 2014). Σπλεπψο, έγηλαλ πξνηάζεηο έληαμεο άιισλ κεζφδσλ 

δηδαζθαιίαο θαη ζπγθεθξηκέλα απηψλ πνπ αμηνπνηνχλ ηελ ηερλνινγία θαη εηδηθφηεξα ηνλ 

ειεθηξνληθφ ππνινγηζηή.  

Δηδηθφηεξα, αθνξνχζαλ κία νκάδα ινγηζκηθψλ, πνπ νλνκάδνληαη ινγηζκηθά Γπλακηθήο 

Γεσκεηξίαο. Μάιηζηα, παξνπζηάζηεθε έλα απφ απηά, ην GeoGebra, δηφηη είλαη έλα δσξεάλ 

ινγηζκηθφ, ελψ ζπγθξηηηθά κε άιια ηεο ίδηαο θαηεγνξίαο ζπλδπάδεη ηε γεσκεηξία κε ηελ 

άιγεβξα (Απνζηφινπ & Λεκνλίδεο, 2011). Τν GeoGebra ινηπφλ βάζεη δηαθφξσλ κειεηψλ 

(Bhagat & Chang, 2015· Kondratieva, 2011· Mensah-Wonkyi & Tay, 2018· Αζσλίηεο, 2018· 

Κνπινχξεο, 2014) είλαη ηθαλφ λα απμήζεη ηηο επηδφζεηο ησλ καζεηψλ, λα εληζρχζεη ηελ 
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θαηαλφεζε ηνπ καζήκαηνο θαη λα απμήζεη ηε δηάζεζε ηνπο γηα ην κάζεκα δεκηνπξγψληαο 

ηνπο ζεηηθά ζπλαηζζήκαηα. Ωο εθ ηνχηνπ, είλαη εχινγν πσο ε ελζσκάησζή ηνπ ζηηο δηάθνξεο 

εθπαηδεπηηθέο βαζκίδεο δχλαηαη λα επηθέξεη ζεηηθά απνηειέζκαηα. 

Σηε ζπλέρεηα παξνπζηάζηεθε κία δηδαθηηθή πξφηαζε, ε νπνία πεξηειάκβαλε έλα δπλακηθφ 

θχιιν εξγαζίαο. Απηφ απνηεινχηαλ απφ έλα δηαδξαζηηθφ εθαξκνγίδην καδί κε θαηάιιεια 

πξνζαξκνζκέλεο νδεγίεο θαη αζθήζεηο γηα ηε δηδαζθαιία ηνπ θεθαιαίνπ «Σρεηηθέο ζέζεηο 

δπν θχθισλ». Σεκαληηθφ θαζίζηαηαη ην γεγνλφο φηη κε ηε βνήζεηα απηνχ ηνπ δπλακηθνχ 

θχιινπ εξγαζίαο, ν καζεηήο είλαη πνιχ πηζαλφ λα θαηαλνήζεη ηηο βαζηθέο αιιά 

δπζθνινλφεηεο έλλνηεο πνπ βξίζθνληαη ζην θεθάιαην απηφ θαζψο επίζεο θαη λα αλαγάγεη ηηο 

γλψζεηο πνπ ιακβάλεη απφ ηελ εηδηθή πεξίπησζε ζηε γεληθή, κέζα απφ ηα δηάθνξα 

παξαδείγκαηα πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζεη.  

Παξ’ φια απηά, έλα κεηνλέθηεκα πνπ ελδερνκέλσο λα εκθαλίδεη ην παξαπάλσ δπλακηθφ 

θχιιν εξγαζίαο απνηειεί ην φηη δελ παξέρεηαη ε δπλαηφηεηα ζηνλ καζεηή λα απνδεηθλχεη ηα 

ζεσξήκαηα πνπ ππάξρνπλ ζην ζρνιηθφ βηβιίν, αθνχ ε εθκάζεζή ηνπο πξνθχπηεη εκπεηξηθά 

θαη κφλν κέζσ ησλ παξαδεηγκάησλ. Αλ εμαηξεζεί φκσο ε παξαπάλσ αδπλακία, ζα κπνξνχζε 

λα εηπσζεί φηη απηφ πξνζθέξεη ζηνπο καζεηέο έλα επράξηζην κάζεκα, ζηα πιαίζηα ηνπ νπνίνπ 

νη ίδηνη κπνξνχλ λα πεηξακαηηζηνχλ θαη λα δηαδξακαηίζνπλ θεληξηθφ ξφιν ζηε δηδαζθαιία 

ηνπ καζήκαηνο, αζθαιψο πάληα κε ηε ζσζηή θαζνδήγεζε ηνπ εθπαηδεπηηθνχ. Σπλεπψο, ην 

παξαπάλσ δπλακηθφ θχιιν εξγαζίαο ζε ζπλδπαζκφ φκσο κε ηνλ παξαδνζηαθφ ηξφπν 

κάζεζεο, ζα κπνξέζεη λα δεκηνπξγήζεη ηηο θαηάιιειεο πξνυπνζέζεηο γηα ηε δεκηνπξγία ελφο 

νινθιεξσκέλνπ καζήκαηνο, ην νπνίν ζα πξνσζεί ηε γλψζε θαη ηελ θαιιηέξγεηα ηεο θξηηηθήο 

ζθέςεο απηψλ.  
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